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Abstract. この論文では,実特殊線形変換群 SL(2, \mathrm{R}) を動的幾何学ソフトウヱアを用
いて可視化できることを紹介する. SL(2, \mathrm{R}) から3次元球面 S^{3} に埋め込み,さらに3次元
球面 S^{3} から3次元ユークリッド空間 \mathrm{R}^{3} に立体射影することにより, SL(2,\mathrm{R}) の各元が3





ソフトウェアは Cabri II plus, Cabri 3\mathrm{D} , GeoGebra とMathematica である.
1 群 SL(2, \mathrm{R}) の3次元モデル
この節では,まず群 SL(2, \mathrm{R}) の3次元モデルについて述べる.群 SL(2, \mathrm{R}) の定
義は,
SL(2, \mathrm{R})=\{A\in M(2, \mathrm{R})| \det A=1\}
であり, SL(2, \mathrm{R}) は4次元ユークリッド空間 \mathrm{R}^{4} の中の3次元多様体である. SL(2, \mathrm{R})
を3次元ユークリッド空間 \mathrm{R}^{3} で可視化するアイディアは,
(1) SL(2, \mathrm{R}) から3次元球面 S^{3} への写像を考え,
(2) 次に, S^{3} から \mathrm{R}^{3} へ立体射影する,
ことによって実現される.
3次元球面 S^{3} から一つの大円を取り除いた開集合を
S^{3}\backslash \{u=0\}=\{(u, v)\in \mathrm{C}^{2}| |u|^{2}+|v|^{2}=1, u\neq 0\}













\displaystyle \det A = \frac{1}{|u|^{4}}({\rm Re}(u)^{2}-|u|^{2}{\rm Re}(v)^{2}+{\rm Im}(u)^{2}-|u|^{2}{\rm Im}(v)^{2})
= \displaystyle \frac{1}{|u|^{4}}(|u|^{2}-|u|^{2}|v|^{2})=\frac{1}{|u|^{2}}(1-|v|^{2})=1.
行列式が1になるので A は SL(2, \mathrm{R}) の元となる.これで,3次元球面内の集合
S^{3}\backslash \{u=0\} から SL(2, \mathrm{R}) への写像が定義できた.
今度は逆に, A\in SL(2, \mathrm{R}) の要素 a, b, c, dから u, v を決定してみよう.
a+d=\displaystyle \frac{2}{|u|^{2}}\mathrm{R}_{R}(u) ,
b-c=\displaystyle \frac{2}{|u|^{2}}{\rm Im}(u) ,
なので, 次の式が成り立つ,
a-d=\displaystyle \frac{2}{|u|}{\rm Re}(v) ,
(1)
b+c=\displaystyle \frac{2}{|u|}{\rm Im}(v) ,
(a+d)^{2}+(b-c)^{2}=\displaystyle \frac{4}{|u|^{4}}\}u|^{2}=\frac{4}{|u|^{2}}.
ここで, r=\sqrt{(a+d)^{2}+(b-c)^{2}} とおくと,
|u|=\displaystyle \frac{2}{r} , (2)






以上により, S^{3}\backslash \{u=0\} と SL(2, \mathrm{R}) の間の一対一写像が得られた.3次元球面 S^{3}
の南極 (u, v)=(-1,0) から3次元ユークリッド空間 \mathrm{R}^{3} への立体射影は次の式で
与えられる ([2] p.24).
(X, Y, Z)=\displaystyle \frac{(\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{e}(v),{\rm Im}(v),{\rm Im}(u))}{1+{\rm Re}(u)}=\frac{(r(a-d),r(b+c),2(b-c))}{r^{2}+2(a+d)} . (3)
この射影において,除外集合 \{u=0\}(|v|=1) は, XY‐平面上の単位円に対応して
おり, SL(2, \mathrm{R}) が単連結でないことを示している.
図1.1において,すでにいくつかの部分群が可視化できている.式(3) より,XY‐
平面は対称行列 (b=c) の集合に対応している.同様に, YZ‐平面は a=d の集合
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図1.1: SL(2, \mathrm{R}) の3次元モデル.
に対応しており, ZX‐平面は b+c=0 の集合に対応している.単位球面はトレー
スの値が 0 の集合 (\mathrm{T}x(A)=a+d=0) に対応している.単位球面は3次元球面 S^{3}
の赤道面に対応するので {\rm Re}(u)=0であるが,式 (1) より, a+d=0 と同値となる












単位行列 I_{2} は原点 (X, Y, Z)=(0,0,0) にある.一方, -I_{2} は無限遠点にあり,この
モデルでは唯一見えない点である.






(x, y, z)=(\sin $\theta$, \sin $\theta$\cos $\theta$, \cos^{2} $\theta$) (4)




y^{2}+(z-\displaystyle \frac{1}{2})^{2} = (\frac{1}{2})^{2}
z = -x^{2}+1,






であるから,曲線 C_{0} の XZ‐平面への正射影は放物線 z=-x^{2}+1 となる.
また,式(4) は次のように式変形できる.
(x, y, z)= (\displaystyle \sin 0, \frac{1}{2}\sin 20, \frac{1}{2}(1+\cos 2 $\theta$)) (5)
したがって,曲線 C_{0} のXY‐平面への正射影は,次の式で定義されるリサージュ曲線
(x, y)= (\displaystyle \sin $\theta$, \frac{1}{2}\sin 2 $\theta$)
で,このリサージュ図形は x^{2}-x^{4}=y^{2} とも表される.
さらに,曲線 C_{0} の YZ‐平面への正射影については,式(5) より,
y^{2}+(z-\displaystyle \frac{1}{2})^{2}=\frac{1}{4}\sin^{2}2 $\theta$+\frac{1}{4}\cos^{2}2 $\theta$= (\frac{1}{2})^{2}
と変形できる.このことは空間曲線 C_{0} が単位球面と円柱 (原点 \mathrm{O}= (0,0,0) と単






(X, Y)=\displaystyle \frac{(x,y)}{1-z}=\frac{(\mathrm{s}\dot{\mathrm{m}} $\theta$,\sin $\theta$\cos $\theta$)}{1-\cos^{2} $\theta$}=\frac{(1,\cos $\theta$)}{\sin $\theta$} .
したがって,
X^{2}-Y^{2}=\displaystyle \frac{1-\cos^{2} $\theta$}{\sin^{2} $\theta$}=1,
これは直角双曲線である.
一方,南極 S=(0,0, -1) から XY‐平面への立体射影はレムニスケートになること
が次の計算で求められる.
(X, Y)=\displaystyle \frac{(x,y)}{1+z}=\frac{(\sin $\theta$,\sin $\theta$\cos $\theta$)}{1+\cos^{2} $\theta$}.
したがって,
X^{2}-Y^{2} = \displaystyle \frac{\sin^{2} $\theta$(1-\cos^{2} $\theta$)}{(1+\cos^{2} $\theta$)^{2}}=\frac{\sin^{4} $\theta$}{(1+\cos^{2} $\theta$)^{2}}
X^{2}+Y^{2} = \displaystyle \frac{\sin^{2} $\theta$(1+\cos^{2} $\theta$)}{(1+\cos^{2} $\theta$)^{2}}=\frac{\sin^{2} $\theta$}{1+\cos^{2} $\theta$},
となり,レムニスケートの方程式 X^{2}-Y^{2}=(X^{2}+Y^{2})^{2} を満たすることがわかる.
因みに,双曲線 X^{2}-Y^{2}=1 とレムニスケート X^{2}-Y^{2}=(X^{2}+Y^{2})^{2} は単位円
X^{2}+Y^{2}=1 に関して反転の関係にある.これは,北極Nからの立体射影と南極 S
からの立体射影の合成で反転が得られることからも理解できる.
次節以降で, SL(2, \mathrm{R}) の3次元モデルを解析していくが,結論を先に言うとレムニ
スケート X^{2}-\mathrm{Y}^{2}=(X^{2}+Y^{2})^{2} はトレースの値が2の行列の集合と関係している.





の場合,式(1) より {\rm Re}(u)=-|u|^{2} である. R=\sqrt{X^{2}+\mathrm{Y}^{2}} とおくと,式(3) を用
いて,
R^{2} = X^{2}+\displaystyle \mathrm{Y}^{2}=\frac{|v|^{2}}{(1+\mathrm{R}_{B}(u))^{2}}=\frac{1-|u|^{2}}{(1-|u|^{2})^{2}}=\frac{1}{1-|u|^{2}},
Z^{2} = \displaystyle \frac{{\rm Im}(u)^{2}}{(1+{\rm Re}(u))^{2}}=\frac{|u|^{2}-{\rm Re}(u)^{2}}{(1-|u|^{2})^{2}}=\frac{|u|^{2}-|u|^{4}}{(1-|u|^{2})^{2}}=\frac{|u|^{2}}{1-|u|^{2}}.
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したがって, R^{2}-Z^{2}=1 となり,この曲面は一葉双曲面である.同様に,Tr(A)=2











R^{2}=X^{2}+Y^{2}=\displaystyle \frac{1-|u|^{2}}{(1+{\rm Re}(u))^{2}}, Z^{2}=\frac{|u|^{2}-{\rm Re}(u)^{2}}{(1+{\rm Re}(u))^{2}}
であるから,
R^{2}+Z^{2}=\displaystyle \frac{1-{\rm Re}(u)}{1+{\rm Re}(u)}
である.したがって,
{\rm Re}(u)=\displaystyle \frac{1-R^{2}-Z^{2}}{1+R^{2}+Z^{2}}, 1+{\rm Re}(u)=\frac{2}{1+R^{2}+Z^{2}} . (7)
以上で {\rm Re}(u) が求まったので, R^{2} の式に代入することにより,
|u|^{2}=1-\displaystyle \frac{4R^{2}}{(1+R^{2}+Z^{2})^{2}} . (8)
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式(1) より, t|u|^{2}={\rm Re}(u) であるから,上で求めた式 (7) と式(8) を組み合わせて
t\{(1+R^{2}+Z^{2})^{2}-4R^{2}\}=(1+R^{2}+Z^{2})(1-R^{2}-Z^{2}) .
この式を整理することにより式(6) が得られる (図3.2). この回転面の母線を理解
図3.2: トレースの値が一定の回転面の母線群.
するために, YZ‐平面上にある母線 (t+1)(Z^{2}+Y^{2})^{2}+2t(Z^{2}-Y^{2})+t-1=0 を











のリー環 sl(2, \mathrm{R}) 元は,つぎのようなトレースが 0 の行列からなる ([1] p.245).
T= \left(\begin{array}{ll}
a &  $\beta$+ $\gamma$\\





C(t)+ $\alpha$ S(t) & ( $\beta$+ $\gamma$)S(t)\\
( $\beta$- $\gamma$)S(t) &  $\alpha$ S(t)C(t)-
\end{array}\right),
ここで, C(t) と S(t) は, I_{2} でめ接ベクトルの種類に応じて,
(C(t), S(t))=\left\{\begin{array}{ll}
(1, t) & (\text{光的} $\alpha$^{2}+$\beta$^{2}-$\gamma$^{2}= 0)\\
(\cosh t, \sinh t) & (\text{空間的} $\alpha$^{2}+$\beta$^{2}-$\gamma$^{2}=+1)\\
(\cos t, \sin t) & (\text{時間的} $\alpha$^{2}+$\beta$^{2}-$\gamma$^{2}=-1)
\end{array}\right.
である.いずれの場合も C(t) と S(t) は
C(t)^{2}-($\alpha$^{2}+$\beta$^{2}-$\gamma$^{2})S(t)^{2}=1 (9)




(X, \displaystyle \mathrm{Y}, Z)=\frac{(r(a-d),r(b+c),2(b-c))}{r^{2}+2(a+d)}=\frac{(\sqrt{C^{2}+$\gamma$^{2}S^{2}} $\alpha$ S,\backslash \sqrt{C^{2}+$\gamma$^{2}S^{2}} $\beta$ S, $\gamma$ S)}{C^{2}+$\gamma$^{2}S^{2}+C}
(10)
となる.式(10) から,指数写像の像は,平面  $\beta$ X= $\alpha$ Y 上にあることがわかる.ま
た,単位行列 I_{2} での接ベクトルは, \displaystyle \vec{v}=\frac{1}{2}( $\alpha$,  $\beta$,  $\gamma$) であることもわかる.
指数写像の軌道が Z軸回りで回転対称であることを見るために, (R, Z) 座標で表
してみると,
R=\displaystyle \sqrt{X^{2}+Y^{2}}=\frac{\sqrt{C^{2}+$\gamma$^{2}S^{2}}\sqrt{$\alpha$^{2}+$\beta$^{2}}s}{C^{2}+$\gamma$^{2}S^{2}+C}=\frac{\sqrt{C^{2}+$\gamma$^{2}S^{2}}\sqrt{C^{2}+$\gamma$^{2}S^{2}-1}}{C^{2}+$\gamma$^{2}S^{2}+C},
(R, Z)=\displaystyle \frac{(\sqrt{C^{2}+$\gamma$^{2}S^{2}}\sqrt{C^{2}+$\gamma$^{2}S^{2}-1}, $\gamma$ S)}{C^{2}+$\gamma$^{2}S^{2}+C}.










 $\alpha$=0 として, YZ‐平面上の軌道を見てみると, C^{2}+($\gamma$^{2}--$\beta$^{2})S^{2}=1 より,
(Y, Z)=\displaystyle \frac{(\sqrt{C^{2}+$\gamma$^{2}S^{2}}\sqrt{C^{2}+$\gamma$^{2}S^{2}-1}, $\gamma$ S)}{C^{2}+$\gamma$^{2}S^{2}+C}=\frac{(\sqrt{1+$\beta$^{2}S^{2}} $\beta$ S, $\gamma$ S)}{1+$\beta$^{2}\mathcal{S}^{2}+C}.
YZ‐平面上の軌道を単位球面 S^{2} に P=(-1,0,0) から立体射影してみよう.球面
上の点の鞘 Z座標を y, z とすると,
(y, z)=\displaystyle \frac{2(Y,Z)}{1+Y^{2}+Z^{2}}
である.球面上の y, zの座標を求めるために,まず, Y^{2}+Z^{2} と 1+Y^{2}+Z^{2} を次の
ように計算しておく.
Y^{2}+Z^{2} = \displaystyle \frac{(1+$\beta$^{2}S^{2})$\beta$^{2}S^{2}+$\gamma$^{2}S^{2}}{(1+$\beta$^{2}S^{2}+C)^{2}}=\frac{(1+$\beta$^{2}S^{2})$\beta$^{2}S^{2}+1+$\beta$^{2}S^{2}-C^{2}}{(1+$\beta$^{2}S^{2}+C)^{2}}
= \displaystyle \frac{(1+$\beta$^{2}S^{2})^{2}-C^{2}}{(1+$\beta$^{2}S^{2}+C)^{2}}=\frac{1+$\beta$^{2}S^{2}-C}{1+$\beta$^{2}S^{2}+C}.
1+Y^{2}+Z^{2}=\displaystyle \frac{2(1+$\beta$^{2}S^{2})}{1+$\beta$^{2}S^{2}+C}.
よって,球面上の y, z の座標は次のようになる.
(y, z)=\displaystyle \frac{2(Y,Z)}{1+Y^{2}+Z^{2}}=\frac{(\sqrt{1+$\beta$^{2}S^{2}} $\beta$ S, $\gamma$ S)}{1+$\beta$^{2}S^{2}}.




z^{2}=\displaystyle \frac{$\gamma$^{2}}{$\beta$^{2}}(y^{2}-y^{4}) . (11)
式(11) は,リサージュ曲線 z^{2}=y^{2}-y^{4} を z軸方向に伸縮させたものになってい
る.接ベクトルが空間的であれば, $\gamma$^{2}/$\beta$^{2} は1より小さいので, z軸方向に縮めたリ
サージュ曲線を球面に x軸方向から投影してできる球面上の曲線となる.接ベク
















(X, Y, Z)=\displaystyle \frac{(r(a-d),r(b+c),2(b-c))}{r^{2}+2(a+d)}=\frac{(\sqrt{\cosh^{2}t+b^{\prime 2}}\sinh t,\sqrt{\cosh^{2}t+b^{\prime 2}}b',b')}{\cosh^{2}t+b^{2}+\cosh t}
(12)
となる.パラメータの t, b' を消去するために,以下の3つの値を求めておく.
X^{2}+Y^{2}+Z^{2}=\displaystyle \frac{(\cosh^{2}t+b^{J2})(\mathrm{s}\dot{\mathrm{m}}\mathrm{h}^{2}t+b^{J2})+b^{\prime 2}}{(\cosh^{2}t+b^{;2}+\cosh t)^{2}}=\frac{\cosh^{2}t+b^{\prime 2}-\cosh t}{\cosh^{2}t+b^{l2}+\cosh t},
1+X^{2}+Y^{2}+Z^{2}=\displaystyle \frac{2(\cosh^{2}t+b^{a})}{\cosh^{2}t+b^{\prime 2}+\cosh t}, 1-X^{2}-Y^{2}-Z^{2}=\displaystyle \frac{2\cosh t}{\cosh^{2}t+\wp+\cosh t}.
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このとき,
Y\sqrt{(1-X^{2}-Y^{2}-Z^{2})^{2}+4Z^{2}} = \displaystyle \frac{\sqrt{\cosh^{2}t+b^{a}}b'\sqrt{4\cosh^{2}t+4\wp}}{(\cosh^{2}t+b^{2}+\cosh t)^{2}}
= \displaystyle \frac{2(\cosh^{2}t+b^{J2})b'}{(\cosh^{2}t+\mathcal{U}^{2}+\cosh t)^{2}}=(1+X^{2}+Y^{2}+Z^{2})Z.
よって,求める曲面の方程式は,
(1+X^{2}+Y^{2}+Z^{2})Z=Y\sqrt{(1-X^{2}-Y^{2}-Z^{2})^{2}+4Z^{2}}
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